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16. La corda elastica ed il limite del continuo
I modelli microscopici di un mezzo continuo consistono in sistemi di N particelle, atomi
o molecole, che interagiscono tra loro con forze elettromagnetiche. In un gas neutro le
interazioni sono a corto raggio, in un plasma neutro o carico sono a lungo raggio con
effetti collisionali nella sfera di Debye. La descrizione naturale e` quella cinetica, e da
questa si passa alla descrizione fluida prendendo il momenti della distribuzione rispetto
agli impulsi come abbiamo visto alla fine del capiolo 12 in cui la distribuzione nello spazio
della fasi soddisfa alla equazione di Flokker-Planck. Nei solidi cristallini le particelle, in
configurazione di equilibrio, sono disposte su reticoli regolari e sono soggette a forze di
richiamo elastiche per piccoli spostamenti rispetto a questa configurazione. Il modello piu`
semplice di catena unidimensionale di N oscillatori armonici con masse e costanti elastiche
uguali.. In questo caso nel limite del continuo N → ∞ si ottiene una descrizione fluida
per il campo di spostamento della corda elastica omogenea, che corrisponde alla equazione
delle onde. Il limite del continuo e` ottenuto nel limite N → ∞ dopo aver interpolato le
coordinate di ciascun punto. La soluzione interpolata soddisfa l’equazione delle onde e, nel
caso di una corda omogenea con estremi fissi, le frequenze proprie e le autofunzioni sono
il limite di quelle della catena di oscillatori quando N →∞.
Spettro della corda discreta
Una corda elastica omogenea ad estremi fissi, cui siano consentiti spostamenti longitudinali
lungo l’asse x, e` descritta da un sistema di N punti materiali di coordinate xi con i =
1, . . . , N di massa m soggetti a forze elastiche, vedi figura La lagrangiana che descrive il
sistema e`
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Figura 16.1 Modello discreto di corda elastica: configurazione di equilibrio.
dove abbiamo posto per convenzione x0 = 0, xN+1 = L. Le condizioni di equilibrio sono
x1 − x0 = x2 − x1 = . . . = xN+1 − xN = h ≡
L
N + 1
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la cui soluzione e` xj = jh ed indichiamo con uj = xj − jh gli spostamenti dalla posizione
di equilibrio. La lagrangiana si riscrive quindi nella forma
L =
m
2
N∑
j=1
u˙2j −
k
2
N∑
n=0
(uj+1 − uj + h)
2
avendo posto u0 = uN+1 = 0. Si verifica facilmente che i termini lineari in u si annullano
e pertanto la lagrangiana diventa, trascurando il termine costante
L =
m
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u˙2j −
k
2
N∑
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(uj+1 − uj)
2
Le equazioni del moto si integrano esplicitamente per ogni valore di N e sono espresse da
mu¨j + k(2uj − uj+1 − uj−1) = 0, n = 1, . . . , N
e posto uj(t) = Uj e
iωt l’equazione agli autovalori diventa
(2− λ)Uj − Uj−1 − Uj+1 = 0, j = 1, . . . , N
dove λ = ω2m/k. Con le condizioni al contorno U0 = UN+1 = 0, questa ricorrenza
costituisce un sistema omogeneo di N equazioni con matrice dei coefficienti simmetrica e
tridiagonale
(A− λI)U = 0, A =


2 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2


La soluzione della ricorrenza a coefficienti costanti per Uj si ottiene ponendo Uj = z
j dove
z soddisfa
z2 − 2
(
1−
λ
2
)
z + 1 = 0
Se si assume λ < 4 e si pone cos θ = 1 − λ/2 la soluzione diventa z = e±iθ e le Uj sono
combinazioni di e±iθ con coefficienti complessi coniugati ossia
Uj = C sin(jθ) +D cos(jθ)
dove C e D sono costanti reali (per λ > 4 non esistono soluzioni reali che soddisfino le
condizioni al contorno). Le condizioni al contorno u0 = uN+1 = 0 sono soddisfatte se
D = 0, sin(N + 1)θ = 0
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Lo spettro della corda omogenea discreta e` quindi dato da
λℓ = 2(1− cos θℓ) = 4 sin
2
(
θℓ
2
)
, θℓ = π
ℓ
(N + 1)
, ℓ = 1, . . . , N
Le componenti degli autovettori Uℓ corrispondenti a λℓ sono date da
(Uℓ)j = Cℓ sin(jθℓ)
Verifichiamo con un calcolo esplicito che sono ortogonali, come ci si deve aspettare da una
matrice simmetrica.
Uℓ ·Uk =
CℓCk
2
N∑
j=1
[ cos j(θℓ − θk)− cos j(θℓ + θk) ] =


0 ℓ 6= k
C2j
N+1
2 ℓ = k
Questa relazione segue da θℓ ± θk = θℓ±k e da
N∑
j=1
cos jθs = e
iθs
1− eiNθs
2 (1− eiθs)
+ c.c. =
eiθs − ei(N+1)θs − 1 + e−iNθs
2 (1− eiθs)
= −
1 + (−1)s
2
valida per ogni intero s 6= 0 ed ottenuta tenedo conto che ei(N+1)θs = (−1)s ed anche che
e−iNθs = (−1)s eiθs . Gli autovettori normalizzati sono quindi espressi da
(Uℓ)j =
√
2
N + 1
sin
(
jπ
N + 1
ℓ
)
= h1/2
√
2
L
sin
(
ℓπ
xj
L
)
avendo posto xj = ja e h = 1/(N + 1) . Le frequenze sono espresse da
ωℓ =
√
k
m
λℓ =
√
k
m
2 sin
(
θℓ
2
)
La soluzione generale per la corda elastica si scrive nella forma
uj(t) =
N∑
j=1
(Uℓ)j (aℓ cos(ωℓt) + bℓ sin(ωℓt))
dove le 2N costanti aℓ, bℓ sono fissate dalle condizioni iniziali. Notiamo che la matrice
U = (U1, . . . ,UN ) e` ortogonale e UAU
T = Λ dove Λ e` la matrice degli autovalori λℓ.
Osservando che (Uℓ)j = Uj,ℓ ed indicando con Ω la matrice diagonale delle frequenze
Ω = diag (ω1, . . . , ωN) il risultato si riscrive nella forma
u(t) = U cos(Ωt)a+ U sin(Ωt)b
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Imponendo le condizioni iniziali si determinano a = UTu(0) e b = Ω−1 UT u˙(0) e quindi
la soluzione si scrive nella forma
u(t) = U cos(Ωt)UT u(0) +UΩ−1 sin(Ωt)UT u˙(0)
Nelle coordinali normali UTu i moti sono armonici, ciascuno con la propria frequenza,
mentre nelle coordinate assegnate sono quasi periodici ossia una combinazione di moti
armonici con tutte le N frequenze.
Limite del continuo
Nel passaggio al limite del continuo occorre mantenere costanti alcuni parametri della
corda, quali la massa totale M e la tensione Y . Considerando Y come la reazione del
vincolo ad un estremo fisso xN+1 = L, dall’equazione Y = k(xN+1 − xN ) segue che
Y = k h all’equilibrio. Introducendo la massa totale M = Nm e la densita` ρ scriviamo
Y = kh, ρ =
m
h
Mantenendo costanti ρ e Y la massa di un punto va a zero come N−1 mentre la costante
elastica cresce come N quando N → ∞. In questo limite le frequenze ωℓ si esprimono in
funzioni della velocita` v definita da
c =
√
Y
ρ
= h
√
k
m
Infatti dalla espressione trovata per ωℓ segue che per ℓ fissato con ℓ≪ N si ha
ωℓ =
√
k
m
2 sin
θℓ
2
=
c
h
θℓ =
cπℓ
(N + 1)h
= c
πℓ
L
Per le autofunzioni si ha invece
(Uℓ)j = h
1/2
√
2
L
sin
(π
L
ℓ xj
)
Si noti che nel limite N → ∞ resta finito l’indice ℓ degli autovalori mentre j → ∞ con il
rapporto j/N = xj/L finito. Le funzioni un(x) che interpolano le (Uℓ)j sono definite da
uj(xn) = h
−1/2(Uℓ)j
e la condizione di normalizzazione diventa
δjk = lim
N→∞
N∑
j=1
(Uℓ)j(Uk)j = lim
N→∞
N∑
j=1
uℓ(xj) uk(xj) h =
2
L
∫ L
0
sin
(π
L
ℓ x
)
sin
(π
L
k x
)
dx
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dove si e` tenuto conto del fatto che l’integrale e` definito come il limite per N →∞ della
somma di Riemann
∑N
j=1 f(xj) h →
∫ L
0
f(x)dx. Il limite del continuo puo` essere fatto
direttamente sulle equazioni del moto che riscriviamo
ρ u¨j − Y
uj+1 − 2uj + uj−1
h2
= 0
Introducendo la funzione interpolante u(x, t) definita da u(xj , t) = uj(t), possiamo riscri-
vere la precedente equazione del moto nella forma
1
c2
∂2
∂t2
u(xj, t)−
u(xj+1, t)− 2u(xj , t) + u(xj−1, t)
h2
= 0
dove v =
√
Y/ρ. Poiche´ xj±1 = xj ± h nel limite N → ∞, ossia h → 0, si ottiene
l’equazione
1
c2
∂2
∂t2
u(xj , t)−
∂2
∂x2j
u(xj , t) = 0
La funzione u(x, t) soddisfa l’equazione delle onde per la corda elastica su un insieme di
punti xj = jh = L j/N denso in [0, L]. L’equazione delle onde definita su [0, L]
1
c2
∂2
∂t2
u(x, t)−
∂2
∂x2
u(x, t) = 0
e corredata con le condizioni agli estremi u(0, t) = u(L, t) = 0 ha come soluzione generale
u(x, t) =
√
2
L
∞∑
ℓ=1
sin
(π
L
jx
) [
Aℓ cos
(π
L
ℓ ct
)
+Bℓ sin
(π
L
ℓ ct
)]
dove le costanti Aℓ e Bℓ sono fissate dalle condizioni iniziali ξ(x, 0), ξ˙(x, 0), usando le con-
dizioni di ortonormalita` delle autofunzioni. La soluzione ora ottenuta coincide con quella
della corda discreta per N → ∞ ed e` lecito considerare che l’ultima equazione per u(x, t)
interpola l’equazione precedente definita su un insieme discreto di punti xj .. L’equazione
delle onde descrive anche la propagazione di un disturbo su una corda illimitata; l’assenza
di condizioni di vincolo agli estremi cambia la natura della soluzione, che si esprime come
sovrapposizione di onde progressive e regressive, anziche´ di onde stazionarie.
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